
数理計画法

第10回：線形計画問題と多面体



主問題と双対問題の変数の対応と、正・零の対応

主変数：

スラック変数：

相補性定理：

双対問題の等式標準形

maximize

subject to

主問題の等式標準形

minimize

subject to

双対変数

復習：相補性定理と双対変数



主問題の等式標準形

双対問題の等式標準形
maximize

subject to

minimize

subject to

復習：相補性定理を用いた解法
双対問題の最適解から

主問題の最適解を求める

残った変数の連立方程式

逆(主問題→双対問題)も可



復習：演習問題

課題1：次の線形計画問題とその双対問題の等式標準形
を求める。

minimize
subject to

課題2：双対問題の最適解を求め、相補性定理を利用して
元の問題の最適解を求める。

課題3：課題2の解答が正しいことを何らかの方法で確認
する。



復習：演習問題
課題1：次の線形計画問題とその双対問題の等式標準形
を求める。



復習：演習問題
課題1：次の線形計画問題とその双対問題の等式標準形
を求める。



復習：演習問題
課題2：双対問題の最適解を求め、相補性定理を利用して
元の問題の最適解を求める。

定数項とスラック変数の係数が正→原点が実行可能領域

-w 定数
0 1 -1 0 1 0 1
0 1 2 -1 0 1 2
1 4 2 -3 0 0 0

y1 y2 y3 t1 t2非 非 非



課題2：双対問題の最適解を求め、相補性定理を利用して
元の問題の最適解を求める。

最適解：

復習：演習問題

非 右辺

0 1 -1 0 1 0 1/1=1
0 1 2 -1 0 1 2/1=2
1 4 2 -3 0 0 0

y1 y2 y3 t1 t2非 非 非

右辺
0 1 -1 0 1 0 1
0 0 3 -1 -1 1 1
1 0 6 -3 -4 0 -4

y1 y2 y3 t1 t2非 非 非 非

右辺

0 1 0 -1/3 2/3 1/3 4/3
0 0 3/3 -1/3 -1/3 1/3 1/3
1 0 0 -1 -2 -2 -6

y1 y2 y3 t1 t2非 非非



課題2：双対問題の最適解を求め、相補性定理を利用して
元の問題の最適解を求める。

相補性定理：主・双対問題の最適解に次の関係が成立

(主問題の主変数：    、スラック変数：
 双対問題の主変数：    、スラック変数：     ）

双対問題の最適解：

↓相補性定理
主問題の最適解：
制約式より：
連立方程式を解いて未知の変数を定める

主問題の最適解：

復習：演習問題



課題3：課題2の解答が正しいことを何らかの方法で確認
する
      課題2の解答：   は                において最大値6を得る

復習：演習問題

③

①

②

③
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②



①

3次元問題のグラフ

演習問題の双対問題についてもグラフを描く

①

②



①

②

3次元問題のグラフ

演習問題の双対問題についてもグラフを描く

①

②



①

②

3次元問題のグラフ

演習問題の双対問題についてもグラフを描く

最適解：

①

②



①

②

線形計画問題と多面体

定義：   次元実ベクトル空間     の多面体

のとき、   を    の多面体

と呼ぶ。

①

②



線形計画問題と多面体

定義：   次元実ベクトル空間     の多面体

のとき、   を    の多面体と呼ぶ。

この定義では、面や直線、点、半平面等も多面体となる。

定義：有界多面体

となる、    が存在するとき     を有界多面体と呼ぶ。



線形計画問題と多面体

妥当不等式

が     の多面体であるとき、

が成立するならば、           は    の妥当不等式と言う。

式①や式②は右図の多面体の妥当不等式である。

              も妥当不等式、

①
②

①

②



線形計画問題と多面体

支持超平面

   が     の多面体で、         が     の妥当不等式であるとき、
          の境界が     と交わりを持つとき、この境界を     の
支持超平面と呼ぶ。

式①や式②の境界は右図の多面体の支持超平面である。
             は妥当不等式であるが、対応する面は支持超平面ではない。

①
②

①

②



自己双対型線形計画問題

次の不等式標準形で表わされる線形計画問題を
自己双対型線形計画問題と言う。
ここで、係数行列    は歪対称行列。

maximize
subject to

自己双対型線形計画問題の双対問題を考える。

minimize
subject to

minimize
subject to

=

自己双対型線形計画問題の双対問題は主問題に一致する。



自己双対型線形計画問題
任意の線形計画問題を自己双対型線形計画問題に書き換ることができる。
与えられた不等式標準形をもとに、具体的に書き換えの方法を示す。

maximize
subject to

minimize
subject to

与えられた線形計画問題に対応して双対問題を考える。

次の自己双対型線形計画問題は元の問題の最適解を実行可能領域に持つ。

maximize
subject to



自己双対型線形計画問題

maximize
subject to

maximize
subject to

minimize
subject to

元の問題の最適解を    、その双対問題の最適解を    としたとき、
                     が自己双対型問題の実行可能領域にあることは明らか。

逆に自己双対型問題の実行可能解を       としたとき、
制約式より           、              したがって、

              なら弱双対定理より元の問題の最適解となる。
       ならば相補性定理より                 なので、 
または          となる。前者なら元の主問題が実行不能で後者なら双対問題が
実行不能になる。    



演習問題

A4用紙を横に使って、左上に名前・学年・学籍番号を記入
課題1：次の線形計画問題を書換えて自己双対型線形計画問題を
       導きなさい。

minimize

subject to

課題2：元の問題の最適解が求めた自己双対型線形計画問題の実行可能
       解になっていることを確認してください。


