
数理計画法

第12回：内点法の原理



今日の授業について
● 10：30-11:30「復習＋内点法の原理」
● 11：30-12:00「演習」問題1（自習）

※問題1の回答は収集しません。（成績評価に含まない）

● 問題1の解説から始めます。その他の問題についても、
できるだけ解いておいてください。

● 「演習」の資料はウェブサイト
http://comp.cs.ehime-u.ac.jp/~okano/mathpro/
で配布しています。

● ダウンロード時のユーザ名とパスワードはどちらも

8931

次回の授業について



授業の欠席について

● 成績評価に出席点はありません。
● 毎回の提出課題は評価対象です。
● 正当な理由で欠席した場合には提出課題の再提出を

認めます。欠席した回の演習課題を完成して提出してく
ださい。

※課題は正しい解答とともに完成した形で提出された場
合にのみ評価します。確認のために口頭での説明を求
める場合があります。

● ２回以上の欠席があり、課題提出が無い場合は評価し
ません。



解答用紙に名前・学年・学籍番号を記入し、提出

次の線形計画問題の双対問題を求め、主問題・双対問題
の実行可能領域に対応する多面体をグラフに描け

また、制約式・目的関数に関わる平面の法線ベクトルを描
き、双対変数どうしの関係を説明せよ
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実行可能領域に対応する多面体をグラフに描け
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実行可能領域に対応する多面体をグラフに描け
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最適解を与える制約式・目的関数に関わる平面の法線ベ
クトルを描き、
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双対変数同士の関係を説明せよ

目的関数の法線ベクトル
＝     ①の法線ベクトル
 ＋     ②の法線ベクトル

目的関数
＝    制約式①＋    制約式②

復習：演習問題
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双対変数同士の関係を説明せよ

目的関数の法線ベクトル
＝     ①の法線ベクトル
 ＋     ②の法線ベクトル

目的関数
＝    制約式①＋    制約式②

復習：演習問題
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    (①+②)/2＝

であれば、制約式通りなので

最大化問題は、制約式の定める
上界に一番近い実行可能解を探す問題
2つの制約式から分かる上界の例:

        ①      ②

① ② の組み合わせで得られる関係式

関係式の係数が目的関数の係数より大きければ、
                   により
目的関数の上界を得ることができる。

復習:主問題と双対問題の関係

主問題：最大化問題

双対問題：最小化問題
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④ このとき、最も厳しい上界を求める問題、

すなわち               の最小化問題が
   の上限を求める問題に対応する。



法線ベクトルの組合せで目的関数値に対する制限が決まる

⇒一番厳しい制限＝目的関数と同一法線

双対変数値と支持（超）平面
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相補性定理と多面体

実行可能領域
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主変数が2つの平面の交点
に対応する値をとる

→対応するスラック変数値
はゼロ、他のスラック変数
値は正

→目的関数を制限する不
等式の係数＝双対変数
は正、他の制約式の係数
はゼロ

 



多面体： 
線形計画問題を考えるベクトル空
間において、制約等式、不等式の定
める領域、全ての制約を満たす多
面体＝実行可能領域

(超)平面：
(線形)制約等式を満たす点の集合

支持超平面：
多面体を構成する不等式の一つが
単独で構成する多面体の境界

面：
多面体とその支持超平面の交わり

復習+α:線形計画問題と多面体



交点：
複数の(超)平面の交わりのうち、点
を成すもの

多面体の頂点：
支持(超)平面の成す交点

単体法の原理：
目的関数が増加するように多面体
の頂点を移動し、最適解を求める
方法
出発点となる頂点から頂点を構成
する支持超平面を順番に入れ換え
て目的関数を増加させる
総当たり法よりも効率が良い？

復習+α:線形計画問題と多面体

の増加方向



内点法の原理

内点：
不等式標準形の制約式から等
号を除いた条件を満たす点を
内点と呼ぶ

不等式標準形
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内点法の原理

内点法の原理：
内点領域中に最適解へ向かう
ベクトル場からなるう軌跡を作
り、軌跡に沿って内点領域を通
る経路を近似的に求める方法。

不等式標準形
minimize
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単体法内点法
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主問題 双対問題

内点法の原理
双対定理：

主問題・双対問題の実行可能解                     において
       が最適解

そこで、与えられた線形計画問題を                 を実現する
点                     を求める問題に置換えて考える

           が主・双対問題の最適解でないとき、両者の目的
関数には差がある、これを双対ギャップと呼ぶベクトル
で評価する

                  より、

但し    はスラック変数で



自己双対型内点法の原理
前頁より目的関数値の差：

そこで、

を満たすベクトル                を考える
さらに、

とおけば、        の非負性より

したがって、最適解を求めることは               を満たす      
を求めることと等しい



内点法の原理

内点法の原理、
元の線形計画問題を解き、最適解を求めることは次の
方程式を解くことと等しい

そこで、            を解く代りに次の方程式を解く

     を縮小するとともに反復的に改良を繰返し、十分小さ
い      に対する近似解を元の問題の近似解とする



内点法の原理

双対ギャップ      を縮小する反復解法
反復の k  段目の変数                  をX, t とおく、k+1     
段目への改善量を△で表せば改善量の満たすべき方
程式は次の通り

X と t に関する非線形部分で2次以上の項を無視すれば

ただし、

XΔ X  tΔ t = λ1,
A x−sΔ x−Δ s=b , xΔ x≥0, sΔ s≥0,
tΔ t= AT  yΔ y −c , tΔ t≥0, λ0.

T Δ xX Δ t=λ1

T=diag t  , X=diag  x , s 



式を整理して、線形方程式を得る

実際の内点法においては初期の実行可能解、

更新のためのλの決定は簡単ではない。
そこで、具体的な初期解の決定方法や反復の手順に
ついて、様々な工夫がされている。

xk , yk , sk 

内点法の原理

AΔ x=0
Δ t=AT Δ y

T Δ xX Δ t=−[ X t−λ1]


